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УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ФОРМ ВЫНУЖДЕННЫХ 
КОЛЕБАНИЙ В ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЕ С КУБИЧЕСКОЙ 
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 
У статті знайдено нормальні форми системи з кубічною нелінійністю. Для дослідження їхньої 
стійкості використовуються рівняння у варіаціях. 
The nonlinear normal modes of the system with cubic nonlinearity are studied. The variation equations 
are used to study stability. 
1. Введение. Нелинейная динамика механических систем с несколькими 
степенями свободы до сих пор остается не решенным вопросом прикладной 
механики. С помощью теории нелинейных нормальных форм колебаний час­
то удается аналитически исследовать существенно нелинейные механические 
системы с несколькими степенями свободы. Эта теория развивалась в работах 
Розенберга, Маневича, Михлина, Вакакиса [1-3]. 
Новизна этой статьи заключается в том, что для исследования устойчи¬
вости используется модель, полученная после подстановки нулевого прибли¬
жения по малому параметру в уравнения движения, то есть так называемая 
псевдоавтономная динамическая система. 
2. Формулировка задачи. Рассмотрим механическую систему с двумя 
степенями свободы, представленную на рис. 1. Движение системы описывает­
ся системой дифференциальных уравнений: 
x1 + x1 + xj3 + K1( x1 - x2) + K 3 ( x1 - x 2 ) 3 = £p(t); 
x2 + x 2 + x2 + K (x2 - x i ) + K 3 (x 2 - x 1) 3 = 0, 
где p(t) = P cos(ft)t). Динамическая система (1) при є = 0 содержит две 
нелинейные формы колебаний: 
x 2 (x1) = cx 1, (2) 
где c = ±1. Исследуются нелинейные формы при є Ф 0. Они соответствуют 
вынужденным колебаниям системы. Для определения вынужденных колебаний 
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используется схема Раушера [2]. Тогда псевдоавтономная система имеет вид: 
х1 + х1 + x^ + К1 (х1 - х 2) + K 3( х1 - х 2 ) 3 =ep( x1); 





Рисунок 1 - Механическая система 





' (х1 + г;3 + K1 х1 - K 1 х 2 + K 3 (х1 - х 2 )3 -£р(x1))+ 
+ х 2 + ^ 3 - К1 х 2 + K 3 (х2 - x1 )3 = 0. 
Нулевое приближение нормальной формы имеет вид 
х, (/) = X 1cn(qt, k), 
где q
2 = 1+^(1-с) + (l+Kз(1-c)3)); е Х — 2 — — ; Х1 - амплитуда 
колебаний. Введем обозначение <р = am(qt, k). Так как возмущающая сила 
удовлетворяет условию р(л + <р) = -p(<<), ее можно представить в виде ряда 
Фурье: 
p(<p) = £ Л п^+1 С 0 Б ( ( 2 П + 
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Воспользуемся следующим рядами Фурье [4]: 
5П 





2К (к )у ) 
= 2п е 
7 1 - е 
) ) \ 
К г яп((2п + 
п 
4К Зк3 ±0 - ^ 
1 - е К 
Тогда 
} . ( ) (2К (к )у V -15іп(у/),т р у 
о V п ) кК (к пК\к) 
2 К (к) 
4 
•Л (2К(к)у V . . , 8 
-15п| — є т ( у / ) а у / 
• І п I Зп 
/ о 1 п 
п(2К2(к)(к2 -2) + п 2 ) 
Ьіп(у)ру " 
6к 3К 3(к )5к (дК'(к)" 
2К(к) , 
Нормальные формы представляются так: 
х2(х1) " (с +Єа1 )х1 + £а3г;3 + £аъх5 +—. (5) 
Применяя классическую процедуру метода нелинейных нормальных форм 
[3], получены коэффициенты нелинейной нормальной формы. На рис. 2 представ­
лены шплитудно-частотные характеристики рассматриваемой системы. 
3. Анализ устойчивости движений по Ляпунову. Так как 
х1(ї) = Х1сп( дї, к), то х1/Х1 представим в виде ряда по 
соє((2п - 1)М) п є N . Амплитуды гармоник при п = 2,3,... малы. Прибли­
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Рисунок 2 - Амплитудно-частотная характеристика 
Для дальнейшего анализа устойчивости систему (1 ) представим в век¬
торной форме: 
й = /(и, t) , 
где и £ Я4. К переменной и добавим малое возмущение Эволюция с 
течением времени малых возмущений описывается уравнениями в вариациях: 
24 
,; Э/(U, t) „ 
$ = A±L±$ . (6) 
du 
Для оценки устойчивости по Ляпунову рассчитывалась фундаментальная 
матрица X(t), которая является решением системы (6) с начальными условия­
ми X(0) = E. Решение фундаментальной матрице в момент времени Т является 
матрицей монодромии. По собственным значениям матрицы монодромии де­
лается вывод об устойчивости колебаний u(t). Если собственные значения по 
модулю меньше 1, то решение устойчиво по Ляпунову. Если хотя бы один 
мультипликатор больше 1, то решение неустойчиво. 
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Стаття присвячена методиці використання спеціалізованого Інтернет-сайту, призначеного для 
організації, зберігання, швидкого доступу та обробки даних про властивості металевих констру­
кційних матеріалів, у задачах розрахунку і проектування машинобудівних конструкцій. 
The paper is devoted to the procedure of using the specialized Internet-site made for organization, sav­
ing, quick access and data processing of metal properties in the design and calculation of engineering 
structures. 
Постановка проблеми. Є добре відомим, що специфіка проектно-кон­
структорських та розрахункових робіт у машинобудуванні дуже тісно 
пов'язана з необхідністю обробки та аналізу великої кількості експеримента­
льних даних щодо фізичних, механічних, технологічних властивостей конс­
трукційних матеріалів та їхнього хімічного складу. У теперішній час ці дані 
зосереджені у великій кількості довідників, виданих у різний час та, на жаль, 
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